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ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕ΢ ΕΞΕΣΑ΢ΕΙ΢   Γ΄ ΣΑΞΗ΢ ΗΜΕΡΗ΢ΙΟΤ ΓΕΝΙΚΟΤ ΛΤΚΕΙΟΤ  
ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ     ΠΡΟ΢ΑΝΑΣΟΛΙ΢ΜΟΤ (ΝΕΟ ΢Τ΢ΣΗΜΑ)  
 (Ενδεικτικζς Απαντήσεις)  
 
ΘΕΜΑ Α 
Α1. Θεωρία, βλ. ςχολικό βιβλίο ςελ.262 (i)  
Α2. Θεωρία, βλ. ςχολικό βιβλίο ςελ.141  
Α3. Θεωρία, βλ. ςχολικό βιβλίο ςελ.246-247  
Α4. α) Λάκοσ β) Σωςτό γ) Λάκοσ δ) Σωςτό ε) Σωςτό  
 

ΘΔΜΑ Β  
B1. Η ζυνάρηηζη f είναι παραγωγίζιμη ζηο R  με  

 

 
Το πρόςθμο τθσ f ′ φαίνεται ςτον πίνακα που ακολουκεί 

 
 
Επομζνωσ θ f είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο  (−∞,0 + και γνθςίωσ αφξουςα 
ςτο *0,+∞ ) και παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο ςτθ κζςθ 0 ίςο με f(0)=0 
 

B2. Η ςυνάρτθςθ f είναι δφο φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο R με  
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Το πρόςθμο τθσ  f′′ φαίνεται ςτον πίνακα που ακολουκεί   

 

 

B3. 
Επειδι θ ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ και οριςμζνθ ςτο R , δεν ζχει 
κατακόρυφεσ αςφμπτωτεσ.  
Θα μελετιςουμε αν θ f ζχει οριηόντιεσ αςφμπτωτεσ. 

 

 
Επομζνωσ θ f ζχει οριηόντια αςφμπτωτθ ςτο +∞ και ςτο    -  ∞ τθν 
ευκεία  y=1 
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B4. Φτιάχνουμε τον πίνακα μεταβολών τθσ f 

 
 

Με βάςθ τισ απαντιςεισ ςτα ερωτιματα B1,B2,B3 θ γραφικι 
παράςταςθ τθσ f είναι 
 

 

 
ΘΕΜΑ Γ 

Γ1 .Θεωρουμε τθ ςυναρτθςθ f(x) =(    
- x2

 -1 ) 

Η f ειναι παραγωγιςιμθ ςτο  R   με  f ΄(x) =(     
.χ -2χ ) =2χ .(     

    

Λυνουμε τθν εξίςωςθ f ’ (x)= 0  x=0 θ       
 -1 =  0  x=0   

Είναι χ2 ≥ 0 για κακε πραγματικο αρικμο χ.Oποτε      
≥ e0 =1 . 

Άρα      
 -1 ≥ 0 

Άρα τo πρόςθμο τθσ f′ εξαρτάται από το πρόςθμο του 2x και φαίνεται 
ςτον ακόλουκο πίνακα  
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Επειδι θ f ζχει ολικό ελάχιςτο ςτο 0, το f(0) = 0 ζχουμε f(x) ≥ 0 για κάκε 
x∈ R με τθν ιςότθτα να ιςχφει μόνο για x = 0 άρα θ εξίςωςθ f(x) =0 ζχει 
μοναδικι ρίηα το x0 =0.  

 
Γ2.  

Από ηη ζχέζη f 2 (x) =(    
- x2

 -1 ) 2  έχουμε ιζοδύναμα Ι f (x) Ι  = Ι(   
- x2

 -1 

Ι    
Επειδι θ ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςτο (-  ∞ , 0) και δε μθδενίηεται ςε 
αυτό, κα διατθρεί ςτακερό πρόςθμο. Επομζνωσ  

 Αν x∈(-∞ ,0 ) και f (χ) <0 τότε ςτο διάςτθμα αυτό είναι , 

f 2 (x) =(    
- x2

 -1 ) 2   f  (x) = - (    
- x2

 -1 )    
 Αν x∈(-∞ ,0 ) και f (χ) >0 τότε ςτο διάςτθμα αυτό είναι , 

f 2 (x) =(    
- x2

 -1 ) 2   f  (x) = -(    
- x2

 -1 )    
Επειδι θ ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςτο, (0  + ∞) και δε μθδενίηεται ςε 
αυτό, κα διατθρεί ςτακερό πρόςθμο. Επομζνωσ  

 Αν x∈(0,+∞) και f (χ) <0 τότε ςτο διάςτθμα αυτό είναι ,  

f 2 (x) =(    
- x2

 -1 ) 2   f  (x) = - (    
- x2

 -1 )    
 Αν x∈(0,+∞) και f (χ) >0 τότε ςτο διάςτθμα αυτό είναι , 

f 2 (x) =(    
- x2

 -1 ) 2   f  (x) = -(    
- x2

 -1 )    
 
Συνεπώσ προκφπτουν οι εξισ ςυνδυαςμοί για τον τφπο τθσ f 
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Γ3.  
Από το Γ1 παραγωγίηοντασ τθ πρώτθ παράγωγο τθσ f ζχουμε 

f ‘ (x ) = 2x  .(     
    

με 
τθν ιςότθτα να ιςχφει μόνο για x=0, οπότε θ f κυρτι ςτο R 
 

Γ4. Για τθν εξίςωςθ  f(|θμx|+3) - f(|θμx|) =  f(x+3) - f(x) (1) 
Θεωροφμε τθ ςυναρτθςθ g(x) =  f(x+3) - f(x) ςτο *0 , +∞) 
Η g είναι παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ ωσ διαφορά και ςφνκεςθ 
παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων ςτο  *0,+∞) με g΄(x) =  f΄(x+3) .(χ +3) ΄  - 
f΄(x) = f΄(x+3) -  f΄(x) 

Για τθ μονοτονία τθσ  f ζχουμε ότι για  x < x+3   f΄(x) < f΄(x+3)  < 
f΄(x+3)  - f΄(x) >0 
Οπότε   g ‘ (x) >0 και ςυνεπώσ θ ςυνάρτθςθ g είναι γνθςίωσ αφξουςα 
ςυνάρτθςθ άρα και ΄΄1–1΄΄ οπότε θ εξίςωςθ (1) γράφεται: 

g (I θμχ Ι ) = g (χ )   Ι θμχ Ι = χ  χ=0 
Αφοφ από τθ κεωρία ζχουμε ότι Ι θμχ Ι  ≤ Ιχ Ικαι για x ≥ 0 ιςχφει Ι θμχ Ι ≤ 
χ με τθν ιςότθτα να ιςχφει για x=0. 
 
ΘΕΜΑ Δ 
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Δ2α 

Παραγωγίηοντασ τθ ςχζςθ  e f(x) + x =f(f (x )) + ex για κάκε x∈ R θ οποία 
αποτελείται από παραγωγίςιμεσ ςυναρτιςεισ  
ζχουμε   e f(x)  . f ‘ (x) + 1  =f ‘ (f (x )) . f ‘ (x) + ex (1) 
Έςτω ότι θ f ζχει ακρότατο ςτθ κζςθ x0∈.R   
Επειδι θ f είναι παραγωγίςιμθ ςτο εςωτερικό ςθμείο x0∈R  
από το Θεώρθμα Fermat ζχουμε f′ (x0 )=0 (2). 
οπότε θ ςχζςθ (1) για x = x0 γίνεται   
e f(x0

)  . f ‘ (x0) + 1  =f ‘ (f (x0 )) . f ‘ (x0) + ex0 
Άρα 1= e x0  άρα χ0= 0 οπότε ΑΤΟΠΟ, αφοφ  f′ (0) = 1 
Άρα θ f δεν ζχει ακρότατα ςτο R 

 
 
Γ 2β.  

Επειδι  
• θ f δεν ζχει ακρότατα ςτο R  κα ιςχφει για κάκε f′ (x) ≠0 x ∈ R 
θ f΄ είναι ςυνεχισ, ωσ παραγωγίςιμθ ςτο R , αφοφ θ f είναι 2 φορζσ 
παραγωγίςιμθ ςτο R   επομζνωσ θ f΄ κα διατθρεί το πρόςθμο τθσ.  
Επιπλζον f΄(0) = 1 > 0, άρα f΄(x) > 0 οπότε θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο 
R  . 

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Δ3. Επειδι θ ςυνάρτθςθ f είναι γνθςίωσ αφξουςα και ςυνεχισ ςτο 

 

 


