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ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 9 ΙΟΥΝΙΟΥ 2017 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ (Ενδεικτικζς Απαντήσεις) 

Θζμα Α  

Α1.  
Θεωρία, βλ. ςχολικό βιβλίο το κεϊρθμα τθσ ςελ. 135 (παράγραφοσ 2.6 )  

 

Α2. α) Ψευδισ 

 β) Από τθ κεωρία του ςχολικοφ βιβλίου (παράγραφοσ 2.1) γνωρίηουμε 

πωσ αν μια ςυνάρτθςθ 𝑓 είναι παραγωγίςιμθ ςε ςθμείο 𝑥0 του πεδίου 

οριςμοφ τθσ τότε είναι και ςυνεχισ ςτο 𝑥0.  

Αντιπαράδειγμα: 𝑓(𝑥) ={
        
         

 θ οποία είναι ςυνεχισ ςτο 𝑥0 = 0 

αλλά δεν είναι παραγωγίςιμθ ςτο 𝑥0 =0.  

Α3. Θεωρία, βλ. ςχολικό βιβλίο οριςμόσ ςτθ ςελ. 73 (παράγραφοσ 1.8) 

Α4. α) Λάθος  β) Σωστό  γ) Λάθος  δ)Σωστό  ε) Σωστό 

Θζμα Β  

B1. Για να ορίηεται θ ςυνάρτθςθ (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) πρζπει: 

 
Επομζνωσ ορίηεται θ 𝑓 ∘ 𝑔 και είναι: 

  
B2. H h είναι παραγωγίςιμθ ςτο διάςτθμα (0,1) ωσ ςφνκεςθ 
παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων με : 
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H h είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο (0,1) επομζνωσ ζχει τθν ιδιότθτα "1 − 1" 
άρα θ h είναι αντιςτρζψιμθ. H h είναι ςυνεχισ και γνθςίωσ αφξουςα ςτο 
𝛢 = (0,1). Επομζνωσ το ςφνολο τιμϊν τθσ είναι: 

 

 

 
Επομζνωσ, θ ςυνάρτθςθ h-1 ζχει πεδίο οριςμοφ το (−∞ , +∞). Για να 
βροφμε τθν αντίςτροφθ τθσ h κζτουμε: 𝑦 = h(𝑥) και λφνουμε ωσ προσ 𝑥 
Ζχουμε: 

 

Άρα ο τφποσ τθσ αντίςτροφθσ είναι: h-1 (𝑦) = 
  

    
, 𝑦 ∈ ℝ.  
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Θζτω όπου 𝑦 το 𝑥 οπότε: h-1 (𝑥)= 
  

    
, 𝑥 ∈ ℝ 

B3. H 𝜑 είναι παραγωγίςιμθ ςτο (−∞ , +∞) ωσ πθλίκο παραγωγίςιμων 

ςυναρτιςεων με  

 

 

 

Επομζνωσ θ 𝜑 είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο R και δεν παρουςιάηει 

ακρότατα ςτο R. Η ςυνάρτθςθ 𝜑′ είναι παραγωγίςιμθ ωσ πθλίκο 

παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων ςτο ℝ με 

 

 

 

Λφνουμε: 
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Επομζνωσ προκφπτει ο παρακάτω πίνακασ 

 
H 𝜑′′ μθδενίηεται ςτο ςθμείο 𝑥 = 0 και εκατζρωκεν αλλάηει πρόςθμο. 
Ακόμθ ορίηεται θ εφαπτομζνθ τθσ 𝐶𝜑 ςτο ςθμείο 𝛢(0, 𝜑(0)). Οπότε το 

ςθμείο 𝛢 (0, 
 

 
 ) είναι ςθμείο καμπισ τθσ 𝐶𝜑.  

B4. Ζχουμε: 

 
Άρα θ ευκεία 𝑦 = 0 είναι οριηόντια αςφμπτωτθ τθσ 𝐶𝜑 ςτο −∞. Επίςθσ, 
ζχουμε: 
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Άρα θ ευκεία 𝑦 = 1 είναι οριηόντια αςφμπτωτθ τθσ 𝐶𝜑. Επιπλζον αφοφ 
ιςχφει 𝜑 = h-1 , θ 𝜑 ζχει ςφνολο τιμϊν το πεδίο οριςμοφ τθσ h δθλαδι το 
διάςτθμα (0,1). Σχθματίηουμε τον πίνακα μεταβολϊν τθσ 𝜑 και 
χαράςουμε τθ γραφικι τθσ παράςταςθ. 

 
Γραφικι παράςταςθ: 

 
 

Θζμα Γ  

Γ1. Η ςυνάρτθςθ 𝑓 είναι παραγωγίςιμθ ςτο *0, 𝜋+ με 𝑓 ′ (𝑥) = −𝜎𝜐𝜈𝑥. 

Ζςτω 𝑀(𝑥0, 𝑓(𝑥0)) το ςθμείο επαφισ τθσ εφαπτομζνθσ (𝜀) τθσ 𝐶f που 

διζρχεται από το 𝐴 (
 

 
, -

 

 
). Η εξίςωςθ εφαπτομζνθσ ςτο ςθμείο 𝛭 είναι: 
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Η ςυνάρτθςθ 𝑔 είναι παραγωγίςιμθ ςτο *0, 𝜋+ ωσ πράξεισ 
παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων με 

 
Παρατθροφμε ότι: 𝑔(0) = 𝑔(𝜋) = 0 ζχει δφο τουλάχιςτον ρίηεσ ςτο *0, 𝜋] . 

Η ςυνάρτθςθ 𝑔 είναι παραγωγίςιμθ με: 𝑔 ′ (𝑥) = (𝑥- −
 

 
) 𝜂𝜇𝑥, 𝑥 ∈ [0, 𝜋] 

Ιςχφει: 𝑔 ′ (𝑥) = 0 ⇔ (𝑥 − −
 

 
 ) 𝜂𝜇𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 0 ι 𝑥 = −

 

 
ι 𝑥 = 𝜋. 

 Επίςθσ: 𝑔 ′ (𝑥) > 0 ⇔ (𝑥 − −
 

 
 ) 𝜂𝜇𝑥 > 0 ⇔ −

 

 
< 𝑥 < 𝜋 Σχθματίηουμε τον 

πίνακα μονοτονίασ – ακροτάτων: 

 
Η 𝑔 είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο 𝛥1 = [0, 

 

 
+ και 0 ∈ 𝛥1, οπότε θ 𝑔(𝑥) = 0 

ζχει μοναδικι ρίηα ςτο 𝛥1 τθν 𝑥1 = 0. Η 𝑔 είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο 𝛥2 

= [
 

 
, 𝜋+ και 𝜋 ∈ 𝛥2, οπότε θ 𝑔(𝑥) = 0 ζχει μοναδικι ρίηα ςτο 𝛥2 τθν 𝑥2 = 𝜋. 

Άρα θ εξίςωςθ 𝑔(𝑥) = 0 ζχει δφο ακριβϊσ ρίηεσ ςτο *0, 𝜋+ και ςυνεπϊσ 
προκφπτουν δφο ακριβϊσ ςθμεία επαφισ 𝛭, δθλαδι δφο ακριβϊσ 
εφαπτομζνεσ (𝜀1), (𝜀2) τθσ 𝐶f που διζρχονται από το ςθμείο 𝛢. 
 
Γ2. Για να βροφμε τα ςθμεία τομισ τθσ 𝐶f με τον 𝑥′𝑥 λφνουμε ςτο *0, 𝜋] 
τθν εξίςωςθ: 𝑓(𝑥) = 0 ⇔ 𝜂𝜇𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 0 ι 𝑥 = 𝜋 γιατί 𝑥 ∈ [0, 𝜋+. Για 
κάκε 𝑥 ∈ [0, 𝜋+ ιςχφει 𝜂𝜇𝑥 ≥ 0 ⇔ −𝜂𝜇𝑥 ≤ 0 ⇔ 𝑓(𝑥) ≤ 0 Επομζνωσ, 

 
Το εμβαδό του τριγϊνου 𝛰𝛢𝛣 είναι 𝛦OAB = 

         

 
 = 

 

 
|𝜋| |− 

 

 
| = 

  

 
Συνεπϊσ 𝛦1 = 𝛦ΟΑΒ – 𝛦2 και τελικά  
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Γ3. Η 𝑓 είναι ςυνεχισ ςτο *0, 𝜋+ και δφο φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο (0, 𝜋) 

με 𝑓 ′′(𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 > 0 για κάκε 𝑥 ∈ (0, 𝜋). Επομζνωσ, θ 𝑓 είναι κυρτι ςτο *0, 

𝜋+ και θ εφαπτομζνθ (𝜀2) τθσ 𝐶f βρίςκεται κάτω από τθν 𝐶f με εξαίρεςθ 

το ςθμείο επαφισ 𝛣(𝜋, 0). Δθλαδι 𝑓(𝑥) > 𝑥 − 𝜋 ⇔ −𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 + 𝜋 > 0 για 

κάκε 𝑥 ∈ [0, 𝜋). 

Γ4. Η 𝑓 είναι παραγωγίςιμθ ςτο *0, 𝜋+ με 𝑓 ′′(𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 ≥ 0 για κάκε 𝑥 ∈ 

[0, 𝜋+ με τθν ιςότθτα να ιςχφει μόνο για 𝑥 = 0 και 𝑥 = 𝜋. Επομζνωσ, θ 𝑓 

είναι κυρτι ςτο *0, 𝜋+ και θ εφαπτομζνθ (𝜀2) τθσ 𝐶f βρίςκεται κάτω από 

τθν 𝐶f με εξαίρεςθ το ςθμείο επαφισ 𝛣(𝜋, 0). Δθλαδι  
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Θζμα Δ 

 Δ.1.  

• Για τθν ςυνζχεια τθσ 𝑓 ζχουμε: Η 𝑓 είναι ςυνεχισ ςτο *−1,0) ωσ 

ςφνκεςθ ςυνεχϊν ςυναρτιςεων. Η 𝑓 είναι ςυνεχισ ςτο (0, 𝜋] ωσ 

γινόμενο ςυνεχϊν ςυναρτιςεων 

Τελικά θ 𝑓 είναι ςυνεχισ ςτο *−1, 𝜋].  

• Τα κρίςιμα ςθμεία τθσ 𝑓 είναι τα εςωτερικά ςθμεία του διαςτιματοσ 

όπου θ 𝑓 δεν είναι παραγωγίςιμθ ι ιςχφει 𝑓 ′ (𝑥) = 0. H 𝑓 είναι 

παραγωγίςιμθ ςτο (−1,0) με

 

 
 H 𝑓 είναι παραγωγίςιμθ ςτο (0, 𝜋) με 

 

 
Άρα θ 𝑓 δεν είναι παραγωγίςιμθ ςτο 0. Τελικά τα κρίςιμα τθσ 𝑓 ςτο  

*−1, 𝜋+ είναι τα 𝑥1 = 0 και 𝑥2 =
  

 
. 

Δ2. Οι ρίηεσ και το πρόςθμο τθσ παραγϊγου φαίνονται ςτον παρακάτω 

πίνακα: 
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Η 𝑓 είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτα διαςτιματα *−1,0+, *
  

 
, 𝜋+ και γνθςίωσ 

αφξουςα ςτο *0, 
  

 
 +. Ζχει τοπικό μζγιςτο για 𝑥 = −1 , το 𝑓(−1) = 1 και για 

𝑥 = 
  

 
ζχει ολικό μζγιςτο το 𝑓 (

  

 
) = 

√ 

 
 . 𝑒 

  

 
 = 𝑀 και ολικό ελάχιςτο για 𝑥 

= 0, το 𝑓(0) = 0 = 𝑚 και για 𝑥 = 𝜋 , το 𝑓(𝜋) = 0 = 𝑚. Σφμφωνα με το 

Θεϊρθμα Μζγιςτθσ και Ελάχιςτθσ Τιμισ (ΘΜΕΤ), θ 𝑓 ζχει ςφνολο τιμϊν 

το *𝑚, 𝑀] = [0, 
√ 

 
 . 𝑒 

  

 
+, όπου 𝑚 το ελάχιςτο και 𝛭 το μζγιςτο τθσ 𝑓. 

 

Δ3. 

 
Ιςχφει: 𝑒x ∙ 𝜂𝜇𝑥 – 𝑒5x = 𝑒x ∙ (𝜂𝜇𝑥 – 𝑒4x ) Για κάκε 𝑥 ∈ [0, 𝜋+ είναι: 𝑥 ≥ 0 ⇔ 

4𝑥 ≥ 0 ⇔ 𝑒4x ≥ 1 ≥ 𝜂𝜇𝑥 και άρα 𝜂𝜇𝑥 – 𝑒4x ≤ 0. Η (1) γίνεται: 

 
Για το ολοκλιρωμα I1 ζχουμε 
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0
 

 

 
Για το ολοκλιρωμα I2 ζχουμε  

 
Δ4. Είναι: 

 
 

  


